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23.

The following expression 

lg (tg 1°) + lg (tg 2°) + ... + lg (tg 89°)  is equal to

Solution:
To solve this trigonometrical expression you must 
remember, that 

tg(90° – α) = – ctg α  where  0< α<90°.

If we group extreme members like , 

lg (tg 1°)  and  lg (tg 89°) it is easy  to  see,  that

lg (tg 1°) + lg (tg(90° – 1)) = lg (tg 1° · ctg 1°) = 0.

If to continue these argumentations, we will have 
finally that our expression is equal to   
lg (tg 45°) = 0.

Answer: 0.

(27 points)

a) -1;
b) 0;
c) 1;
d) /4 ;
e) 2.
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Об аппроксимации уравнениé движения  
в задачах о циркуляции жидкости в водоеме

Ìатåматичåсêая модåлü цирêуляции жидêости в водоåмå основана на систåмå пол-
ных нåлинåйных уравнåний гидротåрмодинамиêи, записанных в традиционных при-
ближåниях, и вêлючаåт уравнåния движåния, статиêи, нåразрывности, пåрåноса тåпла, 
а таêжå уравнåниå состояния [4]. Â настояùåй работå мы рассмотрим толüêо систåму 
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уравнåний движåния и прåдложим åå аппроêсимацию, основываясü на проåêционном 
вариантå интåгро-интåрполяционного мåтода (ПÂÈÈÌ) [8]. 

Ñистåма уравнåний движåния опрåдåляåт горизонталüныå êомпонåнты u, v вåêтора 
сêорости и можåт бытü записана в видå:

(1)

Правыå части уравнåний в систåмå (1) вêлючают градиåнты давлåния, члåны ад-
вåêтивного пåрåноса и слагаåмыå, отвåчаюùиå за горизонталüную диффузию. Учåт 
этих вåличин в процåссå числåнного рåøåния систåмы (1) обычно производится с 
явного врåмåнного слоя или осуùåствляåтся мåтодом послåдоватåлüных приближåний, 
поэтому в настояùåй работå мы будåм считатü фунêции f1 и f2 заданными. Ñистåма (1) 
дополняåтся граничными условиями, парамåтризуюùими напряжåниå вåтра на повåр-
хности и трåниå о дно водоåма: 

         (2)

а таêжå началüными условиями:

t = 0 : u = u0, v = v0              (3)

Íåêоторыå êлассы аналитичåсêих рåøåний задачи (1)–(3) были описаны в рядå 
работ [1; 3], мы будåм исполüзоватü их для тåстирования разностных схåм. При относи-
тåлüно малых значåниях êоэффициåнта вåртиêалüной турбулåнтной вязêости k (k>0) 
рåøåниå задачи (1)–(3) можåт формироватü пограничныå слои у повåрхности и дна 
водоåма, в гåофизичåсêой гидродинамиêå их называют эêмановсêими повåрхност-
ным и придонным слоями трåния [2; 5]. Для того, чтобы добитüся удовлåтворитåлüной 
точности числåнного рåøåния в слоå Эêмана, нåобходимо исполüзоватü спåциалüную 
разностную схåму либо мåханизм адаптации вычислитåлüной сåтêи, сгуùаюùий åå узлы 
в области болüøих градиåнтов рåøåния. Таê, в работå А.Â. Щåрбаêова и Á.Ю. Ãриøняêова 
[9] рåêомåндуåтся примåнятü спåциалüныå аппроêсимации êраåвых условий Íåймана 
(2), они построåны таê, что им удовлåтворяют погранслойныå фунêции спåциалüного 
вида.  Â настояùåй работå, примåняя простåйøий вариант ПÂÈÈÌ, мы, в рамêах åдиного 
подхода, аппроêсимируåм êаê систåму уравнåний (1), таê и êраåвыå условия (2). 

Задачу (1)–(3) удобно рассматриватü в êомплåêсной формå, это позволит в далüнåй-
øåм, êаê при построåнии схåмы, таê и в процåссå числåнных расчåтов, опåрироватü с 
нåй êаê с задачåй для одного уравнåния:  

  
   (4)
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(5)

                                                        
 (6)

Â задачå (4)–(6)       = u + iv – êомплåêсная сêоростü, êромå того, ввåдåны слåдуюùиå 
обозначåния: 

Обратимся ê аппроêсимации уравнåния (4) по êоординатå z, с этой цåлüю рассмот-
рим произволüную нåравномåрную сåтêу {zj  |  j =1, 2, ..., n} с øагами   
(j=1, 2, …, n – 1). Для простоты будåм считатü, что в (4)  f(u, v) 0, и всå данныå задачи 
(4)–(6): l, k, , b являются постоянными вåличинами, обобùåниå на случай пåрåмåнных 
данных осложнåний нå вызываåт. Â соотвåтствии с мåтодиêой ПÂÈÈÌ, уравнåниå (4) 
умножим на, поêа произволüную, «тåстовую» фунêцию ϕ(z), рåзулüтат проинтåгрируåм 
по j-той сåточной ячåйêå, в том числå и «по частям»:

      (7)

Âыбåрåм тåстовую фунêцию ϕ  таê, чтобы обратитü в нолü интåграл в правой части 
(7),  для этого положим: ϕ”(z)  0, то åстü: 

ϕ	(z) = c1 z + c2 .

Ðассмотрим двå различныå тåстовыå фунêции  ϕ1	и ϕ2 , удовлåтворяюùиå условиям: 

ϕ1(zj)=1, ϕ1(zj+1)=0; ϕ2(zj)=0, ϕ2(zj+1)=1.

Таêиå фунêции лåгêо отысêатü:

Подставляя ϕ=ϕ1 в (7), получим:

       
(8)

i



AUCA Academic Review 2008

232

Для аппроêсимации интåграла в (8) восполüзуåмся формулой прямоуголüниêов, 
замåняя значåния фунêции i в сåточной ячåйêå åå значåниåм на лåвой границå:

                                                                                                            (9)

Аналогично, подставляя  ϕ=ϕ2  в (7) и замåняя значåния фунêции 
i

 в сåточной 
ячåйêå åå значåниåм на правой границå, получаåм:

                          
(10)

Ñложим уравнåниå (9) с уравнåниåм (10), прåдваритåлüно замåнив в (10) индåêс j 

на j – 1, тåм самым исêлючим «потоê»  , в рåзулüтатå получим: 

          (11)

Ñистåма разностных уравнåний (11) служит для аппроêсимации уравнåния (4) во 
внутрåнних узлах сåтêи. Для аппроêсимации êраåвых условий (5) сначала рассмотрим 
уравнåниå (9) при j=1 и исêлючим значåниå потоêа на лåвой границå, исполüзуя пåрвоå 
из условий (5), в итогå получим: 

     

 (12)

Далåå, запиøåм (10) для j = n – 1 и исêлючим значåниå потоêа на правой границå, 
исполüзуя второå из условий (5):

                

(13)

Ðассмотрим тåпåрü уравнåния (11), (12) и (13) совмåстно: это систåма обыê-
новåнных диффåрåнциалüных уравнåний относитåлüно нåизвåстных фунêций 

 эту систåму можно рåøатü, напримåр, мåтодами Ðунгå-Кутта. Ìы 
прåдлагаåм простåйøую аппроêсимацию этой систåмы при помоùи однопарамåтри-
чåсêого сåмåйства разностных схåм [6]: 

i
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 (14)  

      

                     

 (15)

                        

.

        

  (16)   

                  

Здåсü  – опåратор разностного диффåрåнцирования с øагом  «по

врåмåни»,  – опåратор осрåднåния с парамåтром . 
Ñистåма уравнåний (14)–(16) можåт бытü записана в слåдуюùåй, «êаноничåсêой» 
формå:
 

  (17)    

      

Â (17):

  

(18)

         
      (19)
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Ñистåма уравнåний (17) рåøаåтся мåтодом прогонêи [7], êоторая исполüзуåтся в 
êомплåêсной формå:

   

 (20)  

   

        

(21)

Доêажåм, что прогонêа (20), (21) для рåøåния задачи (17) коректна и устоéчива, 
что, в соотвåтствии с [7], означаåт выполнåниå условий:

 
    (22)

Доêазатåлüство провåдåм индуêциåй по индåêсу j.  Áаза индуêции:

 
,

являåтся слåдствиåм (18) и (20). Пустü, в рамêах индуêционного прåдположåния, вы-
полнåны нåравåнства: 

  при  .

Тогда, в силу (19) и (20):

  
что и доêазываåт (22).
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Привåдåм рåзулüтаты числåнных эêспåримåнтов с разностной схåмой (14)–(16),  
с этой цåлüю рассмотрим сåмåйство фунêций:

 

 
,  (23)

êоторыå, при произволüных êомплåêсных значåниях λ, c1, c2,  являются рåøåниями 
однородного уравнåния (4) с постоянными êоэффициåнтами. Основываясü на (23), 
рассмотрим слåдуюùий êласс рåøåний задачи (4)–(6): 

,  
 (24)

.

 
Åго мы исполüзовали для тåстирования сåмåйства разностных схåм (14)–(16). При-

ложåниå для числåнных эêспåримåнтов написано на языêå Ñ# в срåдå  Microsoft Visual 
Studio 2008. Ðасчåты провåдåны при слåдуюùих значåниях парамåтров: 

Âарüировалисü вåличины êоэффициåнта k – вåртиêалüной турбулåнтной вязêо-
сти и  n – числа узлов пространствåнной сåтêи. Íа рисунêå 1 прåдставлåны графиêи 
точных (24) и приближåнных (расчитаных при помоùи схåмы (14)–(16)) рåøåний  
u (z, t) (нижниå êривыå) и v (z, t) (вåрхниå êривыå) задачи (1)–(3) в момåнт врåмåни  
t = T  при значåниях k = 5, n = 20; значåния приближåнных рåøåний в узлах сåтêи от-
мåчåны êрåстиêами. Ðисуноê иллюстрируåт доволüно высоêую точностü мåтода при 
нåболüøом числå узлов сåтêи: относитåлüныå погрåøности при вычислåнии фунêций 
u (z, t) и  v (z, t) в этом случаå равны 0,9% и 1,2%, соотвåтствåнно.
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Ðис. 1. ( k = 5, n = 20)

 
Íа рисунêå 2 прåдставлåн тот жå самый расчåт, но при мåнüøåм значåнии êоэффи-

циåнта вåртиêалüной турбулåнтной вязêости k = 0,05; в рåøåниях проявилисü погра-
ничныå слои, êоторыå нåдостаточно эффåêтивно описываются числåнным мåтодом: 
относитåлüныå погрåøности в этом случаå составили 46% и 7,7% для  фунêций u (z, t) 
и  v (z, t) соотвåтствåнно. Ðисуноê 3 иллюстрируåт расчåт, в êотором число узлов сåтêи 
увåличåно до n = 60 бåз измåнåния осталüных парамåтров задачи и схåмы: относитåлü-
ныå погрåøности умåнüøилисü до 5,3% и 3,3% соотвåтствåнно, что свидåтåлüствуåт о 
сходимости мåтода. 

Провåдåнный тåорåтичåсêий анализ схåмы и рåзулüтаты числåнных эêспåримåн-
тов позволяют сдåлатü слåдуюùиå выводы. Ñåмåйство разностных схåм (14)–(16) 
можåт бытü исполüзовано для рåøåния задачи (4)–(6) при произволüных значåниях 
парамåтров этой задачи и любых пространствåнных øагах вычислитåлüной сåтêи: на 
êаждом врåмåнном слоå гарантируåтся однозначная разрåøимостü соотвåтствуюùåй 
сåточной задачи. Трåбуåт дополнитåлüного изучåния влияниå на сходимостü схåмы 
выбора øага по врåмåни. 
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Ðис. 2. (k = 0,05, n = 20)

Ðис. 3. (k = 0,05, n = 60)
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Прåдложåнную схåму цåлåсообразно исполüзоватü в случаях, êогда отсутствуют 
ограничåния на вåличину пространствåнных сåточных массивов. Åсли жå таêиå ог-
раничåния åстü и при этом в задачå формируются эêмановсêиå пограничныå слои, 
то схåма (14)–(16) оêазываåтся нå достаточно эффåêтивной и трåбуåт модифиêации. 
Эта модифиêация, на наø взгляд, можåт бытü произвåдåна в рамêах исполüзовавøåгося 
мåтода ПÂÈÈÌ путåм спåциалüного выбора тåстовых фунêций.
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