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ритории, что позволит в êонåчном итогå в разработêå программы устойчивого развития 
и рационалüного природополüзования.
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Единыé взгляд на уравнения Эéлера, 
Лагранжа и Чебышева

Â работах [1, 2] рассматривалосü линåйноå диффåрåнциалüноå уравнåниå с постоян-
ными êоэффициåнтами 

 y(n�� + p1 y(n–1) + …+ pn–1 y′ + pn y = f(x��,  (1) 
гдå p1, pp2, …, ppn – постоянныå êоэффициåнты, f(x��(x��x���� – заданная фунêция.

Áыло доêазано, что для рåøåния уравнåния (1) достаточно разложитü åго в цåпочêу 
(послåдоватåлüностü) линåйных диффåрåнциалüных уравнåний 1-го порядêа:-го порядêа:го порядêа:

 1z′  – kk1 z1 = f(x��,f(x��,(x��,x��,��, 

 2z′  – k2 z2 = zz1 , 
 …………………..
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  1−′nz  – kn–1 zn–1 = zn–2, 

  y′  – kn y = zn–1 ,, 
гдå k1, kk2, ..., kkn являются êорнями хараêтåристичåсêого уравнåния

 k n + p1k n–1 + …+ pn–1 k + pn = 0.. 
Â прåдлагаåмой Âаøåму вниманию работå подобныå рåзулüтаты получåны для:

уравнåния Эйлåра

 ; (2)
уравнåния Ëагранжа

 ; (3)
уравнåния ×åбыøåва

 0)1( 22 =+′−′′− yryxyx , (4)
гдå a, b, l, m, r, b, l, m, rb, l, m, r, l, m, rl, m, r, m, rm, r, rr – постоянныå числа.

Â работå поêазано, что уравнåния (2) – (4) являются частными случаями одного, 
интåгрируåмого в êвадратурах, êласса линåйных диффåрåнциалüных уравнåний.

При этом рассматривалисü толüêо уравнåния 2-го порядêа, но слåдуåт отмåтитü, 
что для уравнåний Эйлåра и Ëагранжа распространåниå рåзулüтатов на болåå высоêиå 
порядêи нå прåдставляåт особых сложностåй. 

Â данной работå, говоря о разрåøимости или интåгрируåмости в êвадратурах, мы 
имååм в виду ситуацию, в êоторой рåøåниå диффåрåнциалüного уравнåния можно 
записатü в видå интåграла от нåêоторой фунêции.

1. Лèнейные дèфференöèалüные уравненèÿ ñ поñтоÿнныìè  
коэффèöèентаìè

Ðассмотрим уравнåниå 2-го порядêа, соотвåтствуюùåå уравнåнию (1)

 . (1.1)
Åго можно прåдставитü в видå цåпочêи линåйных диффåрåнциалüных уравнåний 
1-го порядêа-го порядêаго порядêа

 z′  – p z = f(x��, = f(x��,f(x��,(x��,x��,��,  (1.2) 

 y′  – q y = z, (1.3)

гдå  




=⋅
−=+

.
,

bqp

aqp

Â справåдливости утвåрждåния лåгêо убåдитüся, подставив значåниå z из (1.3) 
в (1.2).

Примåр 1.
Для того чтобы проинтåгрироватü уравнåниå 

 xeyyy x /96 3=+′−′′
 
,

разложим åго в цåпочêу

 z′  – 3 z = = xe x /3 ,  (1.4) 
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 y′  – 33 y = z. (1.5)

Ðåøåниåм уравнåния (1.4) являåтся фунêция z = = . 
Подставим получåнную фунêцию в правую частü уравнåния (1.5) и, проинтåгрировав, 

получим y = = .

Для того чтобы увидåтü разницу мåжду прåдлагаåмым мåтодом и традиционными, 
рåêомåндуåм рåøитü уравнåниå традиционным способом.

2. Уравненèе Эйлера
Для того чтобы проинтåгрироватü уравнåниå Эйлåра

  (2.1)
достаточно прåдставитü åго в видå в видå цåпочêи линåйных диффåрåнциалüных 

уравнåний 1-го порядêа

 x z′  – pp z = f(x��, = f(x��,f(x��,(x��,x��,��,  (2.2) 

 xx y′  – q y = z.. (2.3)
Для опрåдåлåния значåний êоэффициåнтов p и q подставим выражåниå для z из 

уравнåния (2.3) в (2.2). Тогда

 x – p( xp( x( xx y′  – q y�� = f(x��.�� = f(x��.f(x��.(x��.x��.��.
Ðасêроåм сêобêи и, привåдя подобныå члåны, получим

 ( ) )(2 xfpqyyxqp1yx =+′−−+′′ . (2.4) 

Èз (2.1) и (2.2) слåдуåт, что 




=⋅
−=+
.

,1
bqp

aqp
 (2.5)

Примåр 2.
Для того чтобы проинтåгрироватü уравнåниå 

 , (2.6)

рåøим алгåбраичåсêую систåму  и, восполüзовавøисü рåøåниåм, 
разложим (2.6) в цåпочêу

 x z′  + 4 4 z = 16 = 16
4xe ,  (2.7)

 x y′  + 8 y = z. z. (2.8)

Ðåøåниå уравнåния (2.7) – фунêция z = = 
4/4

4
xCex 


 + . 

Подставим получåнную фунêцию в правую частü уравнåния (2.8) и, проинтåгрировав, 

получим y = = 
8

2
4

1 /
4

xCxÑex 


 ++ .
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3. Общая ситуация

Успåхи, достигнутыå в пунêтах 1 и 2, способны подвигнутü нас ê рассмотрåнию 
обùåй ситуации: рассмотрåтü уравнåниå

 )()()()()(2 xfyxbyxgxayxg =+′+′′ , (3.1)

гдå a(x��, b(x��, g(x��(x��, b(x��, g(x��x��, b(x��, g(x����, b(x��, g(x��b(x��, g(x��(x��, g(x��x��, g(x����, g(x��g(x��(x��x���� – нåêоторыå фунêции, диффåрåнцируåмыå достаточноå êоличåство 
раз.

Прåдставим (3.1) в видå цåпочêи линåйных диффåрåнциалüных уравнåний 1-го 
порядêа

 g(x��(x��x���� z′  – p(x��(x��x���� z = f(x��, = f(x��,f(x��,(x��,x��,��, (3.2) 
 g(x��g(x��(x��x���� y′  – q(x��y = z..   (3.3)
Подставив выражåниå для z из (3.3) в (3.2), получим

 g(x��(x��x����( )yxqyxqyxgyxg ′−′−′′+′′ )()()()(  – p(x��(x��x���� ( )yxqyxg )()( −′ z = f(x��. = f(x��.f(x��.(x��.x��.��.

Ñобåрåм подобныå члåны

 ( ) ( ) )()()()()()()()()()(2 xfyxgxqxqxpyxqxpxgxgyxg =′−+′−−′+′′
и, приравняв êоэффициåнты при одинаêовых производных у, получим

  (3.4)

Тåпåрü выразим фунêцию p(x��(x��x���� из 2-го уравнåния систåмы и, подставив в 1-оå, 
получим, что для того чтобы опрåдåлитü фунêцию q(x��(x��x���� и, соотвåтствåнно, p(x��(x��x���� чåрåз 
êоэффициåнты уравнåния (3.1), нåобходимо рåøитü уравнåниå 

Íо это уравнåниå являåтся уравнåниåм Ðиêатти, и, êаê извåстно [3], в обùåм случаå 
оно нå разрåøимо в êвадратурах.

Отсюда слåдуåт извåстный рåзулüтат [3]: ê сожалåнию, линåйныå диффåрåнциалüныå 
уравнåния 2-го порядêа с произволüными êоэффициåнтами в обùåм видå нå разрåøимы 
в êвадратурах. Поэтому нåобходимо сосрåдоточитü вниманиå на частных случаях.

4. Частные ситуации
Ðассмотрим случай, êогда êоэффициåнт q(x��(x��x���� в уравнåнии (3.3) постоянåн. Тогда 

систåма (3.4) примåт вид 

  (4.1)

Âыразим фунêцию p(x��(x��x���� из 1-го уравнåния систåмы и, подставив во 2-оå, получим, 
что для того чтобы опрåдåлитü значåниå q, нужно рåøитü êвадратноå уравнåниå 
 qq2 – q[q[[ )()( xaxg −′ ]+ b(x�� =b(x�� =(x�� =x�� =�� =0. 

Åго êорни можно получитü из формулы

 . (4.2)
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Ñлучай Q. Íåтрудно увидåтü, что êоэффициåнт q будåт постоянåн, åсли разностü 

)()( xaxg −′  и êоэффициåнт b уравнåния (3.1) являются постоянными числами.b уравнåния (3.1) являются постоянными числами. уравнåния (3.1) являются постоянными числами.

Ñлучай Q имååт мåсто для уравнåния ËагранжаQ имååт мåсто для уравнåния Ëагранжа имååт мåсто для уравнåния Ëагранжа

 . (4.3)
Поэтому åго можно рåøитü, разложив в цåпочêу уравнåний 

 (lx + m��lx + m�� + m��m���� z′  – p z = f(x��, = f(x��,f(x��,(x��,x��,��,  (4.4) 

 (lx + m��lx + m�� + m��m���� y′  – q y = z.. (4.5)
Для опрåдåлåния значåний êоэффициåнтов p и q подставим выражåниå для z из 

уравнåния (4.5) в (4.4). 
Ðасêроåм сêобêи и, привåдя подобныå члåны, получим систåму, êоторая позволит 

опрåдåлитü êоэффициåнты p и q :

 




=⋅
−=+
.

,
bqp

alqp
 (4.6)

Примåр 3.
Проинтåгрируåм уравнåниå Ëагранжа

 . (4.7)
Для того чтобы разложитü это уравнåниå, рåøим алгåбраичåсêую систåму 

 и, восполüзовавøисü рåøåниåм систåмы (–4; –6), разложим урав-

нåниå (4.7) в цåпочêу

 (2х+1) z′  + 4 z = e = eex,  (4.8) 
 (2x+1) y′  + 6 y = z. z. (4.9)
Ðåøив уравнåния (4.8), получим фунêцию z = = [(2x – – 1)ex + CC ](2x + + 1)-2. Подставим åå 

в правую частü уравнåния (4.9) и, проинтåгрировав, получим обùåå рåøåниå уравнåния 
(4.7)

 y = =[(2x – – 3)ex + Cx + CCx + C1 ](2x + + 1)-33.
Ëåгêо увидåтü, что условиям случая Q таêжå удовлåтворяют êоэффициåнты уравнå-Q таêжå удовлåтворяют êоэффициåнты уравнå- таêжå удовлåтворяют êоэффициåнты уравнå-

ний, рассмотрåнных в пунêтах 1 и 2. Â то жå врåмя, можно установитü, что и уравнåния 
×åбыøåва являются частным случаåм уравнåний, соотвåтствуюùих случаю Q. Этим мыQ. Этим мы. Этим мы 
займåмся в слåдуюùåм пунêтå.

5. Уравнение Чебы�ева

Пåрåпиøåм уравнåниå ×åбыøåва 

 0)1( 22 =+′−′′− yryxyx  (5.1)
в видå уравнåния (3.1)

 01
1

1 22
2

2
2 =+′−

−
−′′


 − yryx

x

x
yx . (5.2)
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Продиффåрåнцируåм фунêцию g(x��(x��x���� = 21 x−  и убåдимся в том, что она совпадаåт 

с êоэффициåнтом a(x��(x��x���� = 
21 x

x

−
−  уравнåния (5.2) , то åстü имååт мåсто случай Q.Q.. 

Поэтому, для того чтобы рåøитü уравнåниå (5.1), найдåм êоэффициåнты p и q из 

систåмы  

и разложим уравнåниå (5.2):

 21 x− z′  + irir z = 0, = 0,  (5.3) 

 21 x− y′  – iry = z, (5.4)

Ðåøåниå уравнåния (5.3) z = C = CC xire arccos . 
Поэтому уравнåниå (5.4) 

 21 x− y′  – iry = C= CC xire arccos , 
таê жå êаê и уравнåниå (5.2), имååт рåøåниå 

 yy = C1
xire arccos + C2

xire arccos− . 
Èсполüзуя свойства линåйных диффåрåнциалüных уравнåний, рåøåниå уравнåния 

×åбыøåва можно записатü в другом, болåå привычном видå:
 yy = C1sin(r⋅arccosx�� + C2 cos(r⋅arccosx��.

6. Случай �. Случай � �

Â пунêтах 4 и 5 обсуждалисü уравнåния, относяùиåся ê случаю Q. Это можно считатüQ. Это можно считатü. Это можно считатü 
êаê достоинством, таê и нåдостатêом данной работы, но рåøåния этих уравнåний, хотя 
они и были получåны другими мåтодами, извåстны. Поэтому привåдåм примåр урав-
нåния, êотороå относится ê случаю Q и нå относится, по наøåму мнåнию, ê извåстнымQ и нå относится, по наøåму мнåнию, ê извåстным и нå относится, по наøåму мнåнию, ê извåстным 
êлассам уравнåний, êоторыå интåгрируются в êвадратурах.

Примåр 4.
Проинтåгрируåм уравнåниå 

 ( ) xeyyxxyx /524 562 =+′++′′ . (6.1)
Íåсложно убåдитüся в том, что имååт мåсто случай Q:Q::

разностü )()( xaxg −′ = –6 и êоэффициåнт b = 5b = 5 = 5 постоянны.

Поэтому рåøим алгåбраичåсêую систåму 




=⋅
+=−−

,5
,622

qp

xqpx
 и, восполüзовавøисü 

рåøåниåм систåмы (–1; –5), разложим уравнåниå (6.1) в цåпочêу
 х2 z′  + z = ez = e = ee5/xx,  (6.2) 
 x2 y′  + 5 y = z. z. (6.3)
Ðåøив уравнåния (6.2), получим фунêцию z = (–1/4��e = (–1/4��ee5/xx + CeCe1/xx . Подставим åå в правую 

частü уравнåния (6.3) и, проинтåгрировав, получим обùåå рåøåниå уравнåния (6.1)

 y = (1/4x��e5/x + C1 e1/x + C2 e5/x.
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7. Случай (p(x), q) (p(x), q)(p(x), q)p(x), q))

Прåдставлåниå линåйного диффåрåнциалüного уравнåния 2-го порядêа в видå (3.1) 
выглядит нåсêолüêо эêзотично. Причины этого доволüно понятны – мы хотåли получитü 
êласс уравнåний, êоторый интåгрируåтся в êвадратурах и вêлючаåт в сåбя уравнåния 
Эйлåра и Ëагранжа. È в êаêой-то стåпåни это нам удалосü. 

Для того чтобы анализироватü вопросы разрåøимости в êвадратурах, в обùåм случаå, 
болåå умåстно рассматриватü уравнåниå вида

 )()()( xfyxbyxay =+′+′′ . (7.1)
Â пунêтå 1 рассмотрåно уравнåниå с постоянными êоэффициåнтами a и b и поêазано, 

что в этом случаå уравнåниå можно прåдставитü в видå цåпочêи линåйных диффåрåн-
циалüных уравнåний 1-го порядêа с постоянными êоэффициåнтами p и q:

 z′  – p z = f(x��, = f(x��,f(x��,(x��,x��,��,  (7.2) 
 y′  – q y = z, (7.3)
Ãоворя об обобùåнии ситуации, будåт åстåствåнно рассмотрåтü ситуацию, в êото-

рой один из êоэффициåнтов, пустü q, будåт постоянåн, а второй êоэффициåнт p будåт 
пåрåмåнным – случай (p(x��, q��.p(x��, q��.(x��, q��.x��, q��.��, q��.q��.��.

Тогда, подставив (7.3) в (7.2), получим, что уравнåниå (7.1) можно разложитü в цå-
почêу вида (7.2) – (7.3) и, соотвåтствåнно, проинтåгрироватü в êвадратурах, 

åсли 




=⋅
−=+

).()(
),()(

xbqxp

xaqxp

Примåр 5.
Ðассмотрим уравнåниå 

 ( ) xexyyxyx 224212 =+′+−′′ . (7.4)
Ðаздåлив уравнåниå на х, привåдåм åго ê стандартному виду:

  (7.5)
и убåдимся в том, что оно относится ê случаю (p(x��, q(x��, qx��, q��, qq).

Ñлåдоватåлüно, уравнåниå (7.5) расêладываåтся в цåпочêу
 z′  – z/x = 4xe/x = 4xex = 4xe = 4xexe2xx,  (7.6) 
 y′  – 2 y = z. (7.7)
Проинтåгрировав уравнåниå (7.6), получим, что 
 z = 2xe = 2xexe2xx + CxCx . 
Тогда обùåå рåøåниå уравнåния (7.7) –
 y = x = xx2e2xx + CC1 ee2xx + CC2 (2x + 1��x + 1�� + 1��.
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