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Оценка устойчивости решения одной 
смешанной задачи для уравнения 
теплопроводности 
Рассмотрим двумерное уравнение теплопроводности 

и, (х,у, 0 - ujx,y, t) - ия (х,у, t) = 0 (1) 
в области D:{x>0,-<n<y<a>,t>0},n пусть и (x,y, t) удовлетворяет следующим усло
виям: 

а) и, (0,у, t) + a ux(0,y, t) + Ъиу (0,y t) = 0, (2) 
где a, b вещественные постоянные; 

б)и(х,у,0) = <?(х,у). (3) 
Классически корректные смешанные задачи типа (1)-(3) для уравнений и систем 

параболического типа рассмотрены в работах Т.Н. Загорского [1], СД Эйдельмана [4J, 
В.И. Михайлова [2]. 

Физическая интерпретация такого рода задач для уравнения теплопроводности 
дана в работе А.Н Тихонова [3]. 

Смешанная задача (1 )-(3) без дополнительных условий на постоянные а, Ь некор
ректно поставлена. Об этом говорит, например, следующая последовательность функ
ций, являющихся при Ь-0,а>0 решением задачи (1 )-(3) 

Так как 
uk(x,y,t) = eMe a e v a e . 

к "-"J>- Л uk(x,y,0) = e a e v a е~к , 
то ф t-> 0, при fe-> ад в то время, как само решение ик (х,у, t) отнюдь не мало. 
Мы показываем, что задача (1)-(2) при произвольных вещественных a, b является 

условно-корректной в смысле А.Н.Тихонова. Именно, мы получаем априорную оценку 
решения в зависимости от начальных данных (предполагая решение существующим 
и принадлежащим некоторому классу функций), из которой следует единственность 
решения (1)-(3). 

В дальнейшем нам удобнее рассматривать смешанную задачу с нулевым начальным 
условием, к которой исходную задачу (1)-(3) легко свести. Поэтому вместо условий 
(1)-(3) имеем соответственно следующие: 

и, (0,у, t) + a ux (0,y, t) + b uy (0,y, t) = y (x,y) (4) 
и(х,у,0) = 0. (5) 
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Определение. Будем говорить, что и(х,у, t) принадлежит классу О(М), если имеет 
непрерывные производные ut, их, и , и^, и и в точке (х,у, t) 

тах( \и\ ,\и,\ ,\ их\,\ иу\ ,\ м„1,1 м™! ) < - . (6) 
1 + у 

Основным результатом работы является следующее. 
Теорема 1. Пусть функция и(х,у, t) e U(M) и является решением задачи (1), (4), (5), 

тогда, если 
\y,(y,t)\<*, 

1 + У (7) 
то 

I u(x,y,t)I <C(x, t) £гМ2. (8) 

Отметим, что из теоремы легко следует, что решение задачи (1), (4), (5) в классе 
ЩМ) единственное. 

Доказательство теоремы. Задачу (1), (4), (5) будем решать с помощью преоб
разования Фурье по у и преобразования Лапласа по t. Тогда, для того чтобы и(х,у, t) 
удовлетворяла (1), (4), (5), ее образ V(x, rj,p) после применения преобразования Фурье 
и Лапласа должен быть решением следующего дифференциального уравнения 

ах 
с краевым условием 

(р + ibrj )V(0, г,, р) + aVx (О, rj,p)=yf (p, rj), (10) 
где 

V (х. У)=у-!е "'dt Iе"" ^(У' t)dy-
Ясно, что фундаментальная систем решений уравнения (9) имеет вид 

V(x,ri,p) = ce±^",x. 

В силу условия (6) нас будут интересовать решения, не растущие при #-><», поэтому 
фундаментальное решение, используемое для построения функции V(x, ц, р), есть 

-v-ZT+n7 • Решая с учетом этого замечания краевую задачу (9)-(10), получим 

slp-H/ 

v(x,r/,P)= MP'**": 
p + ibn-ayjp + T]2 

Уместно отметить, что с учетом (6) для V(x,np), имеем: 

\Щх,р,П)\<- 1Мл 

(И) 

Ро(П +D (12) 
TnePg=Rep>0. 
В самом деле, 

I u(x,y,t)\ = I У'т u(x,y,t)dy\ < — j\u„,{x,y,t)\dy< Мл 
2 
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I й(х, TJ, t)\ = I Je-" u(x,y,t)dy\ <Mn. 

Отсюда 
I u(x, rj, t)\ = Mnmin (J, — J< — — . 

Далее получаем 
\V(x,p,Tj)\ = \)е'р'й(х, T], t)dt\ < Ш

2
Л • 

o J П ( 7 2 + 1 ) 
Точно так же с учетом (7) для у (п,р) имеем 

\у(г},р)\< СХЕ 

Решение смешанной задачи согласно формуле (11) записывается в виде 
J_ 

2т 

1 Ъ* ^ "Т Vip,n)e~х^е 

(13) 

, ОС 'i+i» 

u(x,y,t)=— \e"»dr] lv(x,rj,p)ePtdp = 

a, /J, « о _~, __4 -1-iP-n1 n 

= - L Je'w J ^ J 
2m - p0 ^p + ibn-a^jp + n2 (щ 

Рассмотрим отдельно знаменатель подинтегрального выражения внутреннего 
интеграла. Найдем корни следующего уравнения 

р + ibt]-ay]p + Tj2 - О, 

2 4 

Pi,2 = — - ibT] ±J— + a2Tjz -iba2rj2 . 
2. i 4 

Отсюда 
О" | J / 2 2 . " >! . 4i 2 2 1 Pi,2=Po + iPi = —- ^ ( a 7 + — ) +a*blijz cos-arctg а1ьЛ л 

2 a 4 
,2„2 a r> + 

4 

+ i(-bt1±\\(a2n2 +~)2+aAb2n2 sin-arctg ^ - ^ - ) . 

an + — 
4 

Введем следующие обозначения: 

2„2 a 4
 2 4 2 .2 • 1 „ „ „ , „ -a2bn P'=. -brj- \\{a2n2 +—)2 +a4b2rj2 sin-arctg 

4 2 2 , a4 

an + — 
4 

Р"=-Ьт] + Ж я У -f — )2 +a4b2
n

2 sin-arctg a bn 

2 i a 
an1 + — 

4 
Легко видеть, что при любом/>0 подинтегральное выражение (14) имеет особенно

сти, т.е. для любых a, b действительная частьр0 корня рассмотренного выше уравнения 
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при -да < t]< да может быть как угодно большой. Чтобы обойти эту трудность, при про
ведении оценки поступим следующим образом. 

Разобьем внутренний интеграл в (14) на несколько слагаемых, а именно, 
P0+tx> PQ+ip'-tS PQ+ip'+tS 

JV(x, n, p) eP'dp = JV(X, n, p) ep'dp + jV(x, ц, p) ep'dp + 
P0-vx> Pa~№ P0+ip'-i<5 

PQ+ip"-iS P0+ip"+iS Р04№ 

+ $V(x, n, p) eP'dp + jv(x, 7/, p) eP'dp + JV(X, n, p) eP'dp, S> 0. 
P0+ip'nS P0+ip"-tS Pa+ip"+iS 

Теперь оценим каждое слагаемое отдельно. Используя (12), получим следующую 
оценку 

I \v(x,т), р) ep,dp\ <I fl V(x, 17, р) 11 ePt\ dp\ < ^Ц-JL. 
/Ь+v'-i* Ра+.Р"-.г Ро(Ч + 1 ) (15) 

Аналогично оценивается следующее слагаемое 

I )V(x,n,p)e dp\ -" <-
л**.-.' Р0(П2+Ъ (!б) 

Далее, оценим следующий интеграл 

/>„-«, p + ibn-a^p + t]2 

Заметим, что в данных пределах интегрирования подинтегральная функция осо
бенностей не имеет. 

Таккак|р + ibrj-ajp + rj2 I > c2S, где с2- постоянная, то из (13) следует 
/о+у>'-<Л ~ . ч -xjp+n2 pi i P0np'-iS — , - i J p + п 2 pi 

I e u/(p,n)e VP е р ф | < f j r(p.7)g v ^ j j | <-
+ip'-iS ~ . . -XJ p + „ 2

 pt , P0¥ip'-iS ~ , ~xJp+n2 pi 

r w(p,n)e VP е р ф | < Г | r(p.7)g <? j j | <-
p0 ,« p + ibq-a-Jp + i)2 p„-m p + ibn-aJp + 7]2 

•s r — - i 
f e-^<1-",>' cos-arctg—^--tk < .. c,ee 

<~l— f e "("*+ы ' Л = ' f e~" ds < 
Pnc,S i PnClS i 
cac.£e"'me''°' x < 1SL11 где а = P0c2S v o 

При получении последней оценки мы сделали следующую замену Р=Р0 + is и поль
зовались неравенствами: 

Ja2+b2>^=(\a\ + 161) , 
V2 

>/2 ^ ! , •* ^ i — <со.у -arctg r^J» 
2 2 /> 0 + 7

2 

\e^ds< \е^г<с0. 
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Вполне аналогично имеем 

paup-+,s p + ibt]-a^p + Tj2 &Р0сг5 J ' e"'dl\ <±Р*с0с,Ее-а* 

Наконец, получим еще одну предварительную оценку 
Pb+ip_-i5 ~*^ ^ ^ Ч л х,]рч/2 pt 

(18) 

pa+,P-+,s p + ibrj-a^p + r]2 
еъсее «* p g 

P0c2S p-S 

< e ° cacxee 
aP0c2S 

aty 

(19) 
Искомая оценка получается из (14) с учетом вспомогательных оценок (15)-(19) 

I и(х, у, t)\ = I - L г - dy
 pr m&^<*i < 

p + ibrj-a^p + T]1 

Шде^л с0с.е e'a^ePaf 

2т i [P0(fJ2+l) aP0c2S 

< \e"* I , ^ + f | g ' " l - C ' ° 
i П(7 2 +1) i a P o ^ 

< 

«i^ < < 

< 4M£e 'V 
Je-""" t/^. 

Введем обозначение 

тогда получим 

D(x) = - ^ 2 - \е «"* J?/ = _ с\со 
"йС2 -оо Р 0 « 2 с 2 ' 

I „ft » , ; | * ™ ^ + . £ * * > £ 
(20) 

Ранее на 8 было наложено лишь условие 8 > 0 Выберем теперь 8 таким, чтобы выпол 
нялось следующее равенство 

4MSep^ _ £D(x)e^ 

Из последнего равенства имеем 
1 ' ' '-

8= ~сНРоО(х)]гМ К 
Подставим найденное 8 в (20) 

U(x,y,t»<^W*^L^ + 

sD(x)ef 

[PaD(x)r~M /гс' 

1 , ' 
= c(x,t)£2M 2, 
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гдес(х, t) = [4D(x) pje*»]*. 
Рассмотрим теперь уравнение (1) с более общим краевым условием. Пусть и(х,у, t) 

является решением уравнения (1) и удовлетворяет условию 

2>* ^г + А £т) "(О, у. О = Ф, О, 
£! дхк дук (21) 

где ак, РА - вещественные постоянные и справедливо (5). Как бьио показано выше, 
смешанная задача (1), (22), (5) без дополнительных условий на постоянные ak, $b не
корректно поставлена. 

Теорема 2. Пусть функция и(х,у, t) e U(M) и является решением задачи (1), (22), (5), 
тогда, если 

l + y (22) 
TO 

\u(x,y,tJ\<c(x,t)e>M''>, (23) 
гдеО<у<Л 

Очевидным следствием теоремы 2 является единственность рассматриваемой 
задачи. 

Доказательство. Поставленную задачу интегральными преобразованиями све
дем к стационарной задаче. Получим дифференциальное уравнение (9) с краевым 
условием 

2>* d^^-Pl + ZA On)" v(o, п. P) = fd. P). 
где 

f(Tj,P)=)e-p' )e^f(y,t)dy. 
0 -<o 

Так как нас интересуют функции из класса U(M), то в качестве решения задачи (9), 
(26) возьмем следующую функцию 

V( X, J], p) = , ; 

Х С - О Ч С Р + ^ ' + Ё О ^ ' А ,,,, 

Поступая так же, как и выше, можно убедиться, что для V(x, ц,р) справедлива (12) и 
выполняется неравенство 

f(tj,p)<; — . 
Р0 (26) 

Решение смешанной задачи представимо в виде 
1 со Рп+ка Т / _ \ ~xJp+T}2 pi i 

u(x,y,t)=-^ \e'"dr) f l^h^LL-^P . 

t=t t-i (27) 
Знаменатель подинтегральной функции внутреннего интеграла (27) имеет п нулей 

относительно/). Обозначим их через/),,р2, ..,/>„, среди них могут быть кратные. Мак
симальную кратность обозначим через т < п. Мнимые части этих корней обозначим 
соответственно 

Р',Р2,~,РП-
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Для получения требуемой оценки поступим следующим образом. Разобьем внут
ренний интеграл (27) на следующие слагаемые 

jv(x,t},p)ep'dp= ^V(x,ri,p)ep'dt+ \v(x,i1,p)ep'dp + 
/1)-1<о Я0-гсо Рй-нр -id 

Ра+1рг-1д P0+ip"+i6 />0+|оо 

+ jV(x,r],p)ep'dp+...+ jv(x,ij,p)ep'dp+ ^V{x,j],p)ep'dp, 
Pa+tp'-n6 Pe+ipn~t6 Pu-ip"+iS 

где S > 0. 
Таким образом, мы получим сумму интегралов двух типов: интегралов, пределы 

интегрирования которых содержат особенность подинтегрального выражения, и 
интегралы, не содержащие особенностей. 

При оценке интегралов первого типа будем пользоваться априорным неравенствам 
(6), а при оценке интегралов второго типа воспользуемся следующим соотношением 

| £ ( - 1 ) Ч ( Р + >72)^ + Z O ' ^ A I > c2S. 

В случае m - кратного корня оценка многочлена принимает вид: 

I£(-1)как(р + т}гУ + ±(in)k А I > c2Sm. 

Вначале с учетом (12) оценим следующий интеграл 
Pa*,p[+,S Pa<-,p'+,S __ . - _ _ P . 

(29) 

(30) 

I JV(X, n, p) eP'dt <I JV(*, TJ, p) I I / ' \dp\< AM e^n 
/>„V "J p0+,P--,s Poin + 1 ) (31) 

В случае отсутствия кратных корней таких слагаемых будет п. 
Далее оценим другой интеграл. Используя (28), (29) имеем 

| "°WfS hn^e-e-^dp , < i *<<-* \f(!?,p)\\e<"\le^\dP , £ 

F'-'~ X(-D* «*(/» +«7 2 ) ' 1 +Ё<^) 'А Ро№ ll)H)'a t(/» + 72)i'+E(ii7)*AI 
*=i i=i i«i t - i 

fy^ i ~ P0c2x2S ' (32) 
Оценка (32) получена так же, как и (18). 

В случае отсутствия кратных корней таких слагаемых, как (31), будет п + 1. Из (27) 
с учетом (29) и (14) имеем 

I и(х, у, t)\ <^l^L+ J^DW^OMJ) , 
Р* s (33) 

„ , . 4т/2/г 
где D(X) = T7V 

Выберем 8 таким образом, чтобы выполнялось равенство 
Апп8ер<* eD(x)ePo,(n + l) 

Ро 
(34) 

AUCA Academic Review 2006 

(W\ 



206 Section N. Natural Sciences and informational Tehnology 

Подставив в (33) найденное из (34) и окончательно получим 
У У У 

I и(х, у, t)\ <c(x, t) е М [п(п + 1)] , 

где с(х, t) = 4p0D^(x) еы. 
Рассмотрим случай наличия кратных корней. Не умоляя общности, предположим, 

что один из корней имеет кратность т, в этом случае оценка (33) запишется в виде 
| и(х у t)\ _ 4n-m)MSe" f sD(x)ep"(n + l-m) 

После выбора оптимального д получим 

I и(х, у, t)\ <c(x, t) e M 

где с(х, t) = 8(n -m)D ^ (х) ер°'. 

Теорема доказана. 
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От барона Мюнхгаузена к ипотеке: задачи 
ипотечного кредитования на языке 
разностных уравнений 

В последнее время много говорится об ипотеке, но не все знают, что существуют 
различные типы ипотеки. Еще меньшее количество людей знают, как правильно 
рассчитать схему погашения ипотечного кредита. 11едвижимость трудно купшъ, так как 
она обычно дорого стоит. Для дорогих покупок можно взять кредит, но для получения 
большого кредита нужен солидный залог. Эта проблема решилась, когда в чью-то 
светлую голову пришла замечательная мысль совместить по времени две операции: 
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