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Об аппроксимации уравнениé движения  
в задачах о циркуляции жидкости  
в водоеме (II)

Íастояùая работа являåтся продолжåниåм статüи [5], в êоторой была прåдложåна 
разностная схåма для вычислåния горизонталüных êомпонåнт вåêтора сêорости в 
матåматичåсêой модåли цирêуляции жидêости в водоåмå. Ðазностная схåма работы 
[5] была построåна на основå спåциалüного мåтода дисêрåтизации – проåêционного 
варианта интåгро-интåрполяционного мåтода (ПÂÈÈÌ) [6] и, в рамêах провåдåнных 
в [5] числåнных эêспåримåнтов, продåмонстрировала достаточную эффåêтивностü. 
Однаêо в ситуациях, êогда рåøåниå поставлåнной задачи формируåт эêмановсêиå 
пограничныå слои [3], и число узлов вычислитåлüной сåтêи нå можåт бытü достаточно 
вåлиêо, эта разностная схåма нå гарантируåт высоêой точности рåøåния на границå 
области. Поэтому, в настояùåй работå прåдлагаåтся модифиêация схåмы [5], êоторая 
таêжå строится на основå ПÂÈÈÌ, но с выбором тåстовых фунêций, позволяюùим 
болåå точно отразитü спåцифиêу задачи.

Ñистåма уравнåний движåния опрåдåляåт горизонталüныå êомпонåнты вåêтора 
сêорости и можåт бытü записана в видå [1,2]:

                              (1)

Правыå части уравнåний в систåмå (1) вêлючают градиåнты давлåния, члåны ад-
вåêтивного пåрåноса и слагаåмыå, отвåчаюùиå за горизонталüную диффузию. Учåт 
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этих вåличин в процåссå числåнного рåøåния систåмы (1) обычно производится с 
явного врåмåнного слоя или осуùåствляåтся мåтодом послåдоватåлüных приближå-
ний [1], поэтому, в настояùåй работå мы будåм считатü фунêции заданными. Ñистåма 
(1) дополняåтся граничными условиями, парамåтризуюùими напряжåниå вåтра на 
повåрхности и трåниå о дно водоåма:

                       (2)

а таêжå началüными условиями:

                  (3)

Таêжå, êаê и в работå [5], задачу (1)-(3) рассмотрим в êомплåêсной формå:

     t > 0                   (4)

       (5)

            (6)
  

Â задачå (4)-(6):   – êомплåêсная сêоростü, êромå того, ввåдåны слåдую- 
ùиå обозначåния: 

Обратимся ê аппроêсимации уравнåния [4], с этой цåлüю рассмотрим на отрåзêå  
произволüную нåравномåрную сåтêу  с øагами     
(j=1,2,…, n-1); пустü:  – узлы равномåрной сåтêи с øагом t «по 
врåмåни».  Для простоты, êаê и в работå [5], будåм считатü, что в (4) , и   l, k 
являются постоянными вåличинами, обобùåниå на случай пåрåмåнных данных и нå 
нулåвой правой части осложнåний нå вызываåт. Â соотвåтствии с мåтодиêой ПÂÈÈÌ, 
уравнåниå (4) умножим на произволüную «тåстовую» фунêцию φ (z, t), рåзулüтат про-

интåгрируåм по сåточной ячåйêå , в том числå и «по частям», в 
итогå получим слåдуюùåå интåгро-разностноå тождåство:

  (7)
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Âыбåрåм тåстовую фунêцию ϕ  таê, чтобы обратитü в нолü интåграл в правой части 
(7),  для этого положим:

.        (8)

Ëåгêо провåритü, что фунêция

являåтся рåøåниåм уравнåния (8) для любых êомплåêсных . Èсполüзуя 
этот êласс рåøåний, на êаждой сåточной ячåйêå построим двå линåйно нåзависимых 
тåстовых фунêции слåдуюùåго вида:

 
гдå  и

Подставим ϕ=ϕj
(1)

 в (7), в рåзулüтатå получим:

 (9)

Аналогично, подставляя в (7) ϕ=ϕj
(2) , получим:

(10)

Â (9) и (10) ввåдåно обозначåниå: . Таê жå, êаê и в работå [5], исêлю-

чим значåния потоêа    (j=1,2,…,n) из соотноøåний (9) и (10). ×тобы сдåлатü это

во внутрåнних узлах сåтêи, сложим (9) и (10), прåдваритåлüно замåнив в (10) индåêс  
«j» на «j-1», в рåзулüтатå получим (j=2,3,…,n-1):

(11)
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Для аппроêсимации êраåвых условий (5) сначала рассмотрим уравнåниå (9) при  
j =1 и исêлючим значåниå потоêа на лåвой границå, исполüзуя пåрвоå из условий (5),  
в итогå приходим ê соотноøåнию:

(12)

Далåå, запиøåм (10) для j=n-1 и исêлючим значåниå потоêа на правой границå, 
исполüзуя второå из условий (5):

(13)

Для вычислåния интåгралов в (11)-(13) исполüзуåм слåдуюùиå êвадратурныå  
формулы:

Послå  аппроêсимации интåгралов в соотноøåниях (11)-(13) и нåêоторых прåоб-
разований приходим ê слåдуюùåй разностной схåмå для вычислåния рåøåния задачи 
(4)-(6). ×тобы нå усложнятü  формулы, мы нå измåнили обозначåния для приближåн- 
ного рåøåния, считая:  

        (14)

(15)

(16)

Â (14)-(16) ввåдåны обозначåния:
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Отмåтим, что в разностной схåмå (14)-(16) присутствуют два парамåтра: произволü-
ноå êомплåêсноå число λ  и вåùåствåнноå число  σ ∈[0,1]. Âыбор этих парамåтров влияåт 
на свойства схåмы и возможностü осуùåствлåния нåêоторого оптималüного варианта 
таêого выбора должна бытü дополнитåлüно изучåна. Â частности, выбор:

           (17)

эêвивалåнтåн исполüзованию стационарных тåстовых фунêций при построåнии 
схåмы:

, 

и приводит ê нулåвому значåнию вåличины . Ñистåма разностных урав-
нåний (14)-(16) можåт бытü записана, êаê и схåма работы [5], в «êаноничåсêой» формå 
и рåøåна мåтодом прогонêи [4] в êомплåêсной формå.

Ñравним свойства новой разностной схåмы (14)-(16) и схåмы, построåнной  
в работå [5]. Ñ этой цåлüю провåдåм сåрию числåнных эêспåримåнтов, исполüзуя 
слåдуюùую тåстовую задачу:

        (18)

                           (19)

                             (20)

Âåличины: H>0,k>0, – вåùåствåнныå и  – êомплåêсныå, являются пара-
мåтрами задачи (18)-(20), выбирая эти парамåтры, мы можåм модåлироватü дрåйфовыå 
тåчåния Эêмана в случаå мåняюùихся во врåмåни вåтрå и придонном трåнии. Áудåм 
считатü, что выполнåны условия:
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Опрåдåлим вåличины:

, 

и выпиøåм êласс рåøåний задачи (18)-(20) в видå:

Â этом случаå:

.

Íåсложно провåритü, что в случаå:

           (21)

мы получим тåстовую задачу, рассмотрåнную в работå [5]. 
Обратимся, прåждå всåго, ê одному из числåнных эêспåримåнтов работы [5]:  

он был провåдåн при слåдуюùих значåниях парамåтров задачи (18)-(21) и прåдло-
жåнной в [5] разностной схåмы:

Íа рис.1 прåдставлåн этот расчåт при значåнии êоэффициåнта вåртиêалüной тур-
булåнтной вязêости k = 0,05 и 20-и узлах пространствåнной вычислитåлüной сåтêи.  
Â рåøåниях u (z, t)  (нижняя êривая) и   v (z, t)(вåрхняя êривая) проявилисü пограничныå 
слои, êоторыå нåдостаточно эффåêтивно описываются числåнным мåтодом работы [5] 
(êривыå с êрåстообразными марêåрами, соотвåтствуюùими сåточным узлам изобра-
жают на графиêå приближåнныå рåøåния): относитåлüныå погрåøности в этом случаå 
составили 46% и 7,7% для  фунêций  u (z, t)  и  v (z, t), cотвåтствåнно. 

Sklyar S. N., Rylov M. A., Komarov A. I.
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Ðис. 1. (k=0,05, n=20, схåма работы [5])

Ñхåма (14)-(16), построåнная в настояùåй работå, при выборå парамåтра λ , осу-
ùåствлåнном по формулå (17), поêазываåт для этой задачи гораздо лучøиå рåзулüтаты: 
0,07% и 0,11%, соотвåтствåнно; графиêи точных и приближåнных рåøåний прåдстав-
лåнны на рис. 2. При увåличåнии числа узлов сåтêи точностü схåмы сохраняåтся (0,07% 
и 0,11%), нåсмотря на то, что сåтêа начинаåт «разрåøатü» пограничныå слои и можно 
ожидатü нåêоторого умåнüøåния точности. Íапомним, что в случаå схåмы из работы 
[5] мы имåли погрåøности 5,3% и 3,3% для  фунêций  u (z, t) и  v (z, t), cотвåтствåнно.

Ðис. 2. ( k=0,05, n=20,  схåма (14)-(17))
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Таêим образом, провåдåнная в рамêах ПÂÈÈÌ модифиêация позволила пост-
роитü схåму болåå точную, чåм схåма работы [5]: новая схåма позволяåт улавливатü 
особåнности Эêмановсêих пограничных слоåв дажå при относитåлüно нåболüøом 
числå узлов вычислитåлüной сåтêи.
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